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Departamento de Ciencia de Cómputos
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Mayo 20, 2016

1 Resumen del Problema

Moreno y Terkel presentaron una construcción de arreglos periódicos
multidimensionales con propiedades de buena correlación y complejidad. Para
analizar la complejidad de estos arreglos se “desenvolv́ıan” utilizando el Teorema
del Residuo Chino y luego se analizaban con el algoritmo Berlekamp-Massey.
Pero este método presentaba una restricción en las dimensiones del arreglo pues
teńıan que ser coprimos. En [4, 5] fue propuesto una teoŕıa nueva para analizar la
complejidad linear de arreglos multidimensionales que no tiene esta restricción;
provee una definición de complejidad linear de arreglos multidimensionales que
es consistente con la definición de complejidad linear en una dimensión. En
esta investigación se implementa el algoritmo desarrollado en [3] sobre la teoŕıa
presentada en [4, 5].

2 Trabajo realizado

Se construyó un arreglo periódico de dos dimensiones A con construcción
Moreno-Tirkel y, utilizando el programa, se implementó el algoritmo Rubio-
Sweedler (respecto al grado lexicográfico x > y) para obtener el ideal de poli-
nomios válidos en A, definido como V al(A), para calcular su complejidad
lineal.

2.1 Definiciones

Definición 1: Sea α ∈ Nm
0 . Un polinomio C(x) =

∑
cix

i es valido en el

arreglo a si ∀ β ∈ Nm
0
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∑
cαsα+β = 0

Lema 1: Sean ∆,Γ0. Los siguientes son equivalentes:
1. Para β ∈ ∆, α ∈ N0, si α ≤ β entonces α ∈ ∆.
2. Para α ∈ Γ, β ∈ N0, si α ≤ β entonces β ∈ Γ.[2]

El conjunto de exponentes de los monomios que no sean monomios ĺıderes en el
ideal forman el conjunto delta (∆I = Nn

0 \LE(I)). Donde LE(I) se refiere al
exponente del monomio ĺıder del ideal I. [2]

Definición 2: Sea A un arreglo periódico multidimensional y V al(A) el ideal
de polinomios válidos en él, se define la complejidad lineal de A como la can-
tidad de elementos en el conjunto ∆V al(A). Esto es, L(A) = |∆V al(A)| [7].

Definición 3: Sea A un arreglo periódico 2-dimensional y (n1, n2) su vector de
periodo. Se define la complejidad lineal normalizada Ln(A) del arreglo A
como Ln(A) = L(A)/n1n2 [2].

2.2 Complejidad del arreglo A con construcción Moreno-
Tirkel

Sea si = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, ...) una sucesión con buena complejidad lineal y
ti = 1, 3, 2, 6, 4, 5 es una sucesión con buena correlación, entonces (ai,j) se define
por ai,j = sjti .

0 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0
1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1

Table 1: Arreglo A = ai,j

Los polinomios válidos en el arreglo A son V al(A) = {y4 + y3 + y2 +
1, y3x+ y3 + yx+ x+ y + 1, x6 − 1}. Entonces podemos calcular que

∆V al(A) = {1, y, x, y2, xy, x2, y3, xy2, x2y, x3, x2y2, x3y, x4, x3y2, x4y, x5, x4y2, x5y, x5y2}

y que L(A) = |∆V al(A)| = 19
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La complejidad normalizada del arreglo es:

Ln(A) =
19

42
≈ 0.45.

3 Algoritmo del programa

Algoritmo para encontrar el polinomio válido en la secuencia s

Input: secuencia s, módulo m
Output: polinomio válido para la secuencia s
Initialization
PrimeraF ila = s + s
u = 2 ∗ ( largo de s )− 1
create lista Mult de pares ordenados (0,y) en orden monomial grlex
create matriz Tabla con PrimeraF ila como única fila
delete primer elemento de Mult
while hayan elementos en Mult do

delete primer elemento de PrimeraF ila
PróximaFila = PrimeraF ila
u = u− 1

append PróximaFila a Tabla como fila abajo
l = cantidad de filas en Tabla

delete primer elemento de Mult
delete columnas (por la derecha) de Tabla hasta que tengas u cantidad

de columnas
create lista Coef de coeficientes
for cada combinación y (y vector) de números desde 0 hasta m y de largo

l do
vect = ( Tabla * y ) % m

if vect es un vector cero then
append vect a Coef

delete primer elemneto de Coef
if Coef no es vaćıo then

delete todos los elementos de Mult
save vect como los coeficientes del polinomio valido en s y con variables
correspondintes 1 hasta (0,l)

Algoritmo para encontrar polinomios de recurrencia válidos para el
arreglo periódico de dos dimensiones A con construcción Moreno-
Tirkel
Input: secuencia s, secuencia t, módulo m
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Output: polinomios válidos para el arreglo A
Initialization
create matriz A como arreglo periodico 2D con construcción Moreno-Tirkel
u = 2 ∗ ( largo de s + largo de t )− 2
create matriz M con dimensiones uxu con M repetida periódicamente
create lista Tracker
create lista Mult de pares ordenados (x0, y0) en orden monomial grlex
create matriz Tabla
PrimeraF ila = lista de elementos en M cuando se recorre diagonalmente de

arriba hacia abajo, izquierda a derecha
x = primer elemento de Mult, x0
y = primer elemento de Mult, y0
u = u− (x+ y)
append PrimeraF ila a Tabla como primera fila
delete primer elemento en Mult
while hayan elementos en Mult do

temp = copia de M
x = primer elemento de Mult, x0
y = primer elemento de Mult, y0

delete x cantidad de columnas (por la izquierda) de temp
delete y cantidad de filas (por abajo) de temp
PróximaFila = lista de elementos en temp cuando se recorre

diagonalmente de arriba hacia abajo, izquierda a derecha
u = u− (x+ y)

append PróximaFila a Tabla como fila abajo
l = cantidad de filas en Tabla

append primer elemento de Mult a Tracker
delete primer elemento de Mult
delete columnas de Tabla (por la izquierda) hasta que tengas u cantidad

de columnas
create lista Coef para coeficientes
for cada combinación y (y vector) de números 0 hasta m, y de largo l do

vect = ( Tabla ∗ y ) % m
if vect es un vector cero do

append vect a Coef
delete primer elemento de Coef
if Coef no es vaćıo do

for cada elemento i en Coef do
if primer elemento en i = 1 do

elemento = Coef [i]
if elemento existe do

coeficientes = k
variables = Tracker

save coeficientes y variables como polinomio válido en A
delete última fila de Tabla
delete múltiplos del último elemento de Tracker de la lista Mult
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delete último elemento de Tracker

4 Trabajo pendiente

• Se trató de correr el programa con un arreglo de periodo 11 y se notó un
aumento significativo en el tiempo corriendo, está pendiente optimizar el
programa para que pueda procesar arreglos más grandes en menos tiempo.

• Crear una interface donde se pueda accesar el programa.

• Comparar la complejidad de las construcciones de Moreno Tirkel con otras
construcciones conocidas como multisucesión.

5 Apéndice

5.1 Código

1

2 #Input : dos l i s t a s de l mismo l a rgo una cont i ene c o e f i c i e n t e s , o t ra
3 #lo s grados de un monomio xy
4 #Output : void
5 #A ad e pol inomio (como s t r i n g ) a una va r i ab l e g l oba l
6 de f Pol inomioVal ido ( vectorCoe f f , rowTracker ) :
7 #rowTracker es una l i s t a de pares ordenados
8 #numero de elementos en vec to r debe s e r i g ua l a l numero de
9 #elementos en l a l i s t a rowTracker

10 PoVa = ””
11 vLen = len ( vec to rCoe f f )
12 rtLen = len ( rowTracker )
13 P = [ ]
14 i f ( vLen == rtLen ) :
15 f o r i in range ( vLen ) :
16 x = rowTracker [ i ]
17 y = vec to rCoe f f [ i ]
18 i f ( y != 0) :
19 z = (y , x )
20 P. append ( z )
21 #P es una l i s t a de monomios ( pol inomio va l i do )
22 rn = len (P)
23 s t rn = ””
24 f o r i in range ( rn , 0 , −1) :
25 k = P[ i − 1 ]
26 #k es de forma ( z , (x , y ) ) monomio
27 #k [ 0 ] es e l c o e f i c i e n t e
28 l = k [ 1 ]
29 #l es de forma (x , y )
30

31 #(0 ,0 )
32 i f ( l [ 0 ] == 0 and l [ 1 ] == 0) :
33 #1 ∗ ( 0 , 0 )
34 i f ( k [ 0 ] == 1) :
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35 s t rn = st rn + ” 1 ”
36 # c ∗ ( 0 , 0 )
37 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :
38 s t rn = st rn + ” %d ” %(k [ 0 ] )
39 #(0 , y )
40 i f ( l [ 0 ] == 0 and l [ 1 ] != 0) :
41 # (0 ,1 )
42 i f ( l [ 1 ] == 1) :
43 # 1 ∗ ( 0 , 1 )
44 i f ( k [ 0 ] == 1) :
45 s t rn = st rn + ” y +”
46 # c ∗ ( 0 , 1 )
47 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :
48 s t rn = st rn + ” %d y +” %(k [ 0 ] )
49 #(0 , y )
50 i f ( l [ 1 ] != 1) :
51 # 1 ∗ (0 , y )
52 i f ( k [ 0 ] == 1) :
53 s t rn = st rn + ” yˆ%d +” %( l [ 1 ] )
54 # c ∗ (0 , y )
55 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :
56 s t rn = st rn + ” %d yˆ%d +” %(k [ 0 ] , l [ 1 ] )
57 #(x , 0 )
58 i f ( l [ 0 ] != 0 and l [ 1 ] == 0) :
59 #(1 ,0 )
60 i f ( l [ 0 ] == 1) :
61 # 1 ∗ ( 1 , 0 )
62 i f ( k [ 0 ] == 1) :
63 s t rn = st rn + ” x +”
64 # c ∗ ( 1 , 0 )
65 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :
66 s t rn = st rn + ” %d x +” %(k [ 0 ] )
67 #(x , 0 )
68 i f ( l [ 0 ] != 1) :
69 # 1 ∗ (x , 0 )
70 i f ( k [ 0 ] == 1) :
71 s t rn = st rn + ” xˆ%d +” %( l [ 0 ] )
72 # c ∗ (x , 0 )
73 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :
74 s t rn = st rn + ” %d xˆ%d +” %(k [ 0 ] , l [ 0 ] )
75 #(x , y )
76 i f ( l [ 0 ] != 0 and l [ 1 ] != 0) :
77 #(x , 1 )
78 i f ( l [ 0 ] != 1 and l [ 1 ] == 1) :
79 # 1 ∗ (x , 1 )
80 i f ( k [ 0 ] == 1) :
81 s t rn = st rn + ” y xˆ%d +” %( l [ 0 ] )
82 # c ∗ (x , 1 )
83 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 1 ] != 0) :
84 s t rn = st rn + ” %d y xˆ%d +” %(k [ 0 ] , l [ 0 ] )
85 #(1 , y )
86 i f ( l [ 0 ] == 1 and l [ 1 ] != 1) :
87 # 1 ∗ (1 , y )
88 i f ( k [ 0 ] == 1) :
89 s t rn = st rn + ” yˆ%d x +” %( l [ 1 ] )
90 # c ∗ (1 , y )
91 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :
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92 s t rn = st rn + ” %d yˆ%d x +” %(k [ 0 ] , l [ 1 ] )
93 #(x , y )
94 i f ( l [ 1 ] != 1 and l [ 0 ] != 1) :
95 # 1 ∗ (x , y )
96 i f ( k [ 0 ] == 1) :
97 s t rn = st rn + ” yˆ%d xˆ%d +” %( l [ 1 ] , l [ 0 ] )
98 # c ∗ (x , y )
99 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :

100 s t rn = st rn + ” %d yˆ%d xˆ%d +” %(k [ 0 ] , l [ 1 ] , l
[ 0 ] )

101 #(1 ,1 )
102 i f ( l [ 0 ] == 1 and l [ 1 ] == 1) :
103 # 1 ∗ ( 1 , 1 )
104 i f ( k [ 0 ] == 1) :
105 s t rn = st rn + ” y x +”
106 # c ∗ ( 1 , 1 )
107 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :
108 s t rn = st rn + ” %d y x +” %(k [ 0 ] )
109 PoVa = PoVa + st rn
110 #ahora tengo e l pol inomio como s t r i n g
111 s l e n = len (PoVa)
112 i f (PoVa [ s l e n − 1 ] == ”+” ) :
113 sLen = len (PoVa) − 1
114 PoVa = PoVa [ 0 : sLen ]
115 #es c r i b o e l pol inomio en documento
116 f . wr i t e ( ”%s \n” %(PoVa) )
117 g l oba l PV
118 PV. append (PoVa)
119

120 #Input : dos l i s t a s de l mismo l a rgo una cont i ene c o e f i c i e n t e s ,
121 #otra l o s grados de un monomio xy
122 #Output : pol inomio va l i do en l a s e cuenc i a como s t r i n g
123 de f Pol inomioVal idoSecuenc ia ( vectorCoe f f , rowTracker ) :
124 #rowTracker es una l i s t a de pares ordenados
125 #numero de elementos en vec to r debe s e r i g ua l a l
126 #numero de elementos en l a l i s t a rowTracker
127 PoVa = ””
128 vLen = len ( vec to rCoe f f )
129 rtLen = len ( rowTracker )
130 P = [ ]
131 i f ( vLen == rtLen ) :
132 f o r i in range ( vLen ) :
133 x = rowTracker [ i ]
134 y = vec to rCoe f f [ i ]
135 i f ( y != 0) :
136 z = (y , x )
137 P. append ( z )
138 #P es una l i s t a de monomios ( pol inomio va l i do )
139 rn = len (P)
140 s t rn = ””
141 f o r i in range ( rn , 0 , −1) :
142 k = P[ i − 1 ]
143 #k es de forma ( z , (x , y ) ) monomio
144 #k [ 0 ] es e l c o e f i c i e n t e
145 l = k [ 1 ]
146 #l es de forma (x , y )
147 #(0 ,0 )
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148 i f ( l [ 0 ] == 0 and l [ 1 ] == 0) :
149 #1 ∗ ( 0 , 0 )
150 i f ( k [ 0 ] == 1) :
151 s t rn = st rn + ” 1 ”
152 # c ∗ ( 0 , 0 )
153 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :
154 s t rn = st rn + ” %d ” %(k [ 0 ] )
155 #(0 , y )
156 i f ( l [ 0 ] == 0 and l [ 1 ] != 0) :
157 # (0 ,1 )
158 i f ( l [ 1 ] == 1) :
159 # 1 ∗ ( 0 , 1 )
160 i f ( k [ 0 ] == 1) :
161 s t rn = st rn + ” y +”
162 # c ∗ ( 0 , 1 )
163 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :
164 s t rn = st rn + ” %d y +” %(k [ 0 ] )
165 #(0 , y )
166 i f ( l [ 1 ] != 1) :
167 # 1 ∗ (0 , y )
168 i f ( k [ 0 ] == 1) :
169 s t rn = st rn + ” yˆ%d +” %( l [ 1 ] )
170 # c ∗ (0 , y )
171 i f ( k [ 0 ] != 1 and k [ 0 ] != 0) :
172 s t rn = st rn + ” %d yˆ%d +” %(k [ 0 ] , l [ 1 ] )
173 PoVa = PoVa + st rn
174 #ahora tengo e l pol inomio como s t r i n g
175 s l e n = len (PoVa)
176 i f (PoVa [ s l e n − 1 ] == ”+” ) :
177 sLen = len (PoVa) − 1
178 PoVa = PoVa [ 0 : sLen ]
179 r e turn PoVa
180

181 #Input : matrix cuadrada ”matr iz ” y numero m de columnas de l a
182 #matrix ”matr iz ”
183 #Output : matr iz rotada hac ia l a derecha
184 #se rota l a matr iz para poder r e c o r r e r l a diagonalmente
185 #(ya que l o s i n d i c e s son de i zq . a der . pero de a r r i ba hac ia
186 #abajo )
187 de f rotateMatr ixRight ( matriz , m) :
188 temp = matrix (ZZ , m)
189 f i l a = 0
190 c o l s = matr iz . n co l s ( ) − 1
191 matr izCols = matr iz . n co l s ( )
192 f o r f i l a in range ( matr izCols ) :
193 element = 0
194 f o r element in range ( matr izCols ) :
195 temp [ element , c o l s ] = matr iz [ f i l a , e lement ]
196 c o l s = c o l s − 1
197 r e turn temp
198

199 #Input : matr iz mat
200 #Output : matr iz nueva con dimens iones i g u a l e s ( cudrada )
201 #se hace cuadrada para poder r e c o r r e r l a matr iz en l a func ion
202 #reco r r eMat r i z
203 de f makeMatrixSquare (mat) :
204 temp = copy (mat)
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205 rows = temp . nrows ( )
206 c o l s = temp . nco l s ( )
207 #s i t i e n e mas columnas , borra columnas
208 i f ( rows < c o l s ) :
209 whi le ( rows < c o l s ) :
210 temp = temp . de l e t e co lumns ( [ co l s −1])
211 c o l s = temp . nco l s ( )
212 rows = temp . nrows ( )
213 #s i t i e n e mas f i l a s , borra f i l a s
214 e l s e :
215 whi le ( c o l s < rows ) :
216 temp = temp . de l e t e r ows ( [ 0 ] )
217 rows = temp . nrows ( )
218 c o l s = temp . nco l s ( )
219 r e turn temp
220

221 #Input : matrix mat y i n t u
222 #Output : l i s t a de e lementos cuando r e c o r r e s l a matr iz
223 #diagonalmente de i zq a derecha ,
224 #ar r i ba hac ia abajo
225 de f r e co r r eMat r i z (mat , u) :
226 temp = copy (mat)
227 temp = makeMatrixSquare ( temp)
228 m = temp . nco l s ( )
229 #ind i c e s de l a matr iz de izq−>der , arr−>abajo .
230 #rota t e para r e c o r r e r matr iz
231 temp = rotateMatr ixRight ( temp , m)
232 w = temp . nco l s ( )
233 grado = 0
234 f i l a = [ ]
235 f o r grado in range (w) : #u
236 x = 0
237 f o r x in range ( grado+1) :
238 y = grado − x
239 value = temp [ x , y ]
240 f i l a . append ( value )
241 r e turn f i l a
242

243 #Input : par ordenado (x , y ) po ( i n t ) , matr iz mat
244 #Output : matrix nueva con s h i f t po
245 de f makeShift ( po , mat) :
246 temp = copy (mat)
247 x = po [ 0 ]
248 y = po [ 1 ]
249 i = 0
250 f o r i in range (x ) :
251 temp = temp . de l e t e co lumns ( [ 0 ] )
252 j = 0
253 f o r j in range (y ) :
254 matRows = temp . nrows ( ) − 1
255 temp = temp . de l e t e r ows ( [ matRows ] )
256 r e turn temp
257

258 #Input : matr iz mat , l i s t a de pares ordenados , i n t u
259 #Output : l i s t a de e lementos de l a matr iz mat con s h i f t de l
260 #primer elemento
261 #en la l i s t a l i s tM y ca l c u l a e l proximo u ( para l a proxima f i l a )
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262 de f add next row (mat , l i staM , m) :
263 parOrd = l i s taM [ 0 ]
264 temp = makeShift ( parOrd , mat)
265 x = parOrd [ 0 ]
266 y = parOrd [ 1 ]
267 #ca l c u l a r va l o r de u
268 u = m − ( x + y)
269 f i l a = reco r r eMat r i z ( temp , u)
270 r e turn f i l a , u
271

272 #Input : matr iz mat , i n t u
273 #Output : reduce matr iz mat a u cant idad de columnas
274 de f reduceMatrixColumnsToU (mat , u) :
275 temp = copy (mat)
276 rows = temp . nrows ( )
277 c o l s = temp . nco l s ( )
278 i f ( u < c o l s ) :
279 whi le ( u < c o l s ) :
280 temp = temp . de l e t e co lumns ( [ co l s −1])
281 c o l s = temp . nco l s ( )
282 r e turn temp
283

284 #Input : i n t gradTot ( grado t o t a l )
285 #Output : l i s t a de pares ordenados (x , y ) en orden g r l e x de
286 #monomios
287 de f l i s t aMu l t i p l i c a d o r e s ( gradTot ) :
288 A = [ ]
289 GT = 0
290 f o r GT in range ( gradTot+1) :
291 x = 0
292 f o r x in range (GT + 1) :
293 y = GT − x
294 P = x ,y
295 A. append (P)
296 r e turn A
297

298 #Input : i n t u ( grado t o t a l )
299 #Output : l i s t a de pares ordenados (0 , y ) en orden g r l e x de
300 #monomios
301 de f l i s t aMu l t i p l i c a d o r e s S e c u en c i a (u) :
302 l i s t a = [ ]
303 f o r i in range (u + 1) :
304 elemento = 0 , i
305 l i s t a . append ( elemento )
306 r e turn l i s t a
307

308 #Input : dos matr i ce s m1, m2 con misma cant idad de columnas
309 #Output : una matr iz conpuesta de m2 encima de l a matr iz m1
310 de f matrixAppendTop (m1,m2) :
311 i f ( m1. nco l s ( ) != m2. nco l s ( ) ) :
312 r e turn ”must have the same number o f columns”
313 e l s e :
314 bigMrows = m1. nrows ( ) + m2. nrows ( )
315 m1cols = m1. nco l s ( )
316 bigM = matrix (ZZ , bigMrows , m1cols )
317 i = bigMrows − 1
318 f o r i in range ( i , −1, −1) :

11



319 j = 0
320 f o r j in range ( m1cols ) :
321 m1rows = m1. nrows ( )
322 w = bigMrows − m1rows
323 i f ( i >= w) :
324 k = i − m1rows
325 bigM [ i , j ] = m1[ k , j ]
326 e l s e :
327 bigM [ i , j ] = m2[ i , j ]
328 r e turn bigM
329

330 #Input : una matr iz ”matr iz ” ( p e r i od i c a )y i n t m (u)
331 #Output : matr iz p e r i od i c a con u columnas y u f i l a s ( r e p i t e matr iz )
332 de f en largeMatr ix ( matriz , m) :
333 temp = matr iz
334 tempCols = temp . nco l s ( )
335 tempRows = temp . nrows ( )
336 whi le ( tempCols < m) :
337 temp = temp . augment ( temp)
338 tempCols = temp . nco l s ( )
339 whi le ( tempRows < m) :
340 temp = matrixAppendTop ( temp , temp)
341 tempRows = temp . nrows ( )
342 whi le ( tempCols > m) :
343 temp = temp . de l e t e co lumns ( [ tempCols −1])
344 tempCols = temp . nco l s ( )
345 whi le ( tempRows > m) :
346 temp = temp . de l e t e r ows ( [ 0 ] )
347 tempRows = temp . nrows ( )
348 r e turn temp
349

350 #Input : par ordenado i n t (x , y ) parOrd , par ordenado i n t (x , y )
351 #mult ip lo
352 #Output : t rue or f a l s e , s i mul t ip lo es mul t ip lo de parOrd
353 #(como degree s de monomios en dos v a r i a b l e s )
354 de f e s mul t ipo ( parOrd , mul t ip lo ) :
355 #parOrd (0 , 0 )
356 i f ( parOrd [ 0 ] == 0 and parOrd [ 1 ] == 0) :
357 r e turn f a l s e
358 #parOrd (x , 0 )
359 i f ( parOrd [ 0 ] != 0 and parOrd [ 1 ] == 0) :
360 #mult (0 , 0 ) o (0 , y )
361 i f ( mul t ip lo [ 0 ] == 0) :
362 r e turn f a l s e
363 #mult (x , 0 ) o (x , y )
364 i f ( mul t ip lo [ 0 ] != 0) :
365 i f ( parOrd [ 0 ] <= mult ip lo [ 0 ] ) :
366 r e turn t rue
367 #parOrd (0 , y )
368 i f ( parOrd [ 0 ] == 0 and parOrd [ 1 ] != 0) :
369 #mult (0 , 0 ) o (x , 0 )
370 i f ( mul t ip lo [ 1 ] == 0) :
371 r e turn f a l s e
372 #mult (0 , y ) o (x , y )
373 i f ( mul t ip lo [ 1 ] != 0) :
374 i f ( parOrd [ 1 ] <= mult ip lo [ 1 ] ) :
375 r e turn t rue
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376 #(x , y )
377 i f ( parOrd [ 0 ] != 0 and parOrd [ 1 ] != 0) :
378 #mult (0 , 0 ) , (x , 0 ) , (0 , y )
379 i f ( mul t ip lo [ 0 ] == 0 or mul t ip lo [ 1 ] == 0) :
380 r e turn f a l s e
381 #mult (x , y )
382 i f ( ( parOrd [ 0 ] <= mult ip lo [ 0 ] ) and ( parOrd [ 1 ] <= mult ip lo

[ 1 ] ) ) :
383 r e turn t rue
384

385 #Input : dos l i s t a s
386 #Output : d i f e r e n c i a de dos l i s t a s ( conserva orden de e lementos )
387 d i f f = lambda l1 , l 2 : [ x f o r x in l 1 i f x not in l 2 ]
388

389 #Input : l i s t a ” l i s t a ” de pares ordenados (x , y ) int , par ordenado
390 #(x , y ) po i n t
391 #Output : l i s t a de ” l i s t a ” s i n mu l t ip l o s de po (como degree s de
392 #monomios en dos v a r i a b l e s )
393 de f d e l e t e m u l t i p l o o f f l i s t ( l i s t a , po ) :
394 ran = len ( l i s t a )
395 e lements = [ ]
396 i = 0
397 f o r i in range ( ran ) :
398 mult = l i s t a [ i ]
399 i f ( e s mul t ipo (po , mult ) ) :
400 e lements . append ( l i s t a [ i ] )
401 l i s t a 2 = d i f f ( l i s t a , e lements )
402 r e turn l i s t a 2
403

404 #Input : matr iz mat , i n t modu
405 #Output : devuelve una matr iz nueva = mat % modu
406 de f matr ix in module (mat , modu) :
407 temp = copy (mat)
408 rows = mat . nrows ( )
409 c o l s = mat . n co l s ( )
410 i = 0
411 f o r i in range ( rows ) :
412 j = 0
413 f o r j in range ( c o l s ) :
414 temp [ i , j ] = mat [ i , j ] % modu
415 r e turn temp
416

417 #Input : matr iz mat , l i s t a vec
418 #Output : a a d e f i l a vec a l a matr iz ( ult ima f i l a ) s i l a cant idad
419 #de elementos es menos que l a cant idad de columnas , se l e a a d e
420 #−1 en l o s e spa c i o s ” vac i o s ”
421 de f append row bottom (mat , vec ) :
422 vecLength = len ( vec )
423 tRows = mat . nrows ( ) + 1
424 tCols = mat . n co l s ( )
425 temp = matrix (ZZ , tRows , tCols )
426 i = 0
427 rows = mat . nrows ( )
428 i f ( tCol s == vecLength ) :
429 f o r i in range ( tRows ) :
430 i f ( i < rows ) :
431 j = 0
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432 f o r j in range ( tCols ) :
433 temp [ i , j ] = mat [ i , j ]
434 e l s e :
435 j = 0
436 f o r j in range ( tCols ) :
437 temp [ i , j ] = vec [ j ]
438 r e turn temp
439 i f ( tCol s > vecLength ) :
440 f o r i in range ( tRows ) :
441 j = 0
442 i f ( i < rows ) :
443 f o r j in range ( tCols ) :
444 temp [ i , j ] = mat [ i , j ]
445 e l s e :
446 f o r j in range ( tCols ) :
447 i f ( j < vecLength ) :
448 temp [ i , j ] = vec [ j ]
449 e l s e :
450 temp [ i , j ] = −1
451 r e turn temp
452 i f ( vecLength > tCols ) :
453 pr in t ( ” vec to r e lements exceed amount o f columns in matrix ” )
454

455 #Input : una l i s t a sequence ( p e r i o d i c sequence ) , una l i s t a s h i f t s
456 #Output : una matr iz con cons t rucc i on Moreno−Ti rke l ( s e cuenc i a
457 #hac ia a r r i ba )
458 de f makeMatrixShiftUp ( sequence , s h i f t s ) :
459 l i s t aC o l s = [ ]
460 tLen = len ( s h i f t s )
461 sLen = len ( sequence )
462 #cantidad de columnas
463 f o r i in range ( tLen ) :
464 #e l s h i f t
465 e l S h i f t = in t ( s h i f t s [ i ] )
466 #columna vac ia
467 columna = [ ]
468 f o r j in range ( sLen ) :
469 columna . append ( sequence [ ( j − e l S h i f t ) % sLen ] )
470 #columna e s ta a l r e v e z − f l i p columna
471 cLen = len ( columna )
472 columna2 = [ ]
473 f o r k in range ( cLen ) :
474 columna2 . append ( columna [ cLen − k − 1 ] )
475 l i s t aC o l s . append ( columna2 )
476 matriz = column matrix (ZZ , l i s t aC o l s )
477 r e turn matr iz
478

479 #Input : una l i s t a sequence ( p e r i o d i c sequence ) , una l i s t a s h i f t s
480 #Output : una matr iz con cons t rucc i on Moreno−Ti rke l ( s e cuenc i a
481 #hac ia abajo )
482 de f makeMatrixShiftDown ( sequence , s h i f t s ) :
483 l i s t aC o l s = [ ]
484 tLen = len ( s h i f t s )
485 sLen = len ( sequence )
486 #cantidad de columnas
487 f o r i in range ( tLen ) :
488 #e l s h i f t
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489 e l S h i f t = in t ( s h i f t s [ i ] + 1)
490 #columna vac ia
491 columna = [ ]
492 f o r j in range ( sLen ) :
493 columna . append ( sequence [ ( j + e l S h i f t ) % sLen ] )
494 l i s t aC o l s . append ( columna )
495 matriz = column matrix (ZZ , l i s t aC o l s )
496 r e turn matr iz
497

498

499 #s t a r t o f program
500 from i t e r t o o l s import product
501 from time import gmtime , s t r f t im e
502

503 #abr i r a rch ivo y guardar conten ido prev io de l a rch ivo
504 #note : e s t o es para cuando co r r e en sage , se t i e n e que cambiar
505 #e l path de l a func ion open a l path de l a rch ivo en l a computadora
506 #que cor ra e l programa
507 f=open ( ’ /Users / L i l l i a n /Desktop/mydat2 . txt ’ , ’ r+ ’ )
508 f . read ( )
509

510 #va r i ab l e g l oba l : l i s t a para guardar po l inomios va l i d o s en l a
511 #secuenc i a
512 PV = [ ]
513

514 #marca e l comienzo de l a s e s i o n
515 f . wr i t e ( ” Star t o f s e s s i o n . Time : ” )
516 f . wr i t e ( s t r f t ime ( ”%Y−%m−%d %H:%M:%S\n” , gmtime ( ) ) )
517

518 #in t r e a c t : input de l a secuanc ia s y l o s s h i f t s t
519 @interact
520 de f l i s t a s ( seq = input box ( l a b e l = ’ sequence s = ’ , d e f au l t =

[ 0 , 1 , 1 , 0 , 1 , 0 , 0 ] , type = l i s t , width=30) , s h i = input box ( l a b e l
= ’ s h i f t s t = ’ , d e f au l t = [ 1 , 3 , 2 , 6 , 4 , 5 ] , type = l i s t , width
=30) , modu = input box ( l a b e l = ’module = ’ , d e f au l t= 2 , type=int
, width=30) ) :

521

522 #vac i a r l i s t a de po l inomios va l i d o s
523 whi le l en (PV) > 0 : PV. pop ( )
524

525 #e s c r i b e en e l a rch ivo l a s e cuenc i a y l o s s h i f t s
526 f . wr i t e ( ” sequence s : %s \n s h i f t s t : %s \n” %( s t r ( seq ) , s t r (

s h i ) ) )
527

528 #∗∗∗ buscar pol inomio de r e cu r r en c i a va l i do en l a s e cuenc i a
529 # f i l a 1 : sequence dos veces ( s e cuenc i a p e r i od i c a )
530 f i r stSRow = seq + seq
531

532 # u = 2 ( length o f seq ) − ( d imens iones )
533 # u se l lama lim
534 l im = 2 ∗ ( l en ( seq ) ) − 1
535

536 #l i s t a de monomios en g r l e x una va r i ab l e
537 #(0 ,0 ) , ( 0 , 1 ) , ( 0 , 2 ) , , ( 0 , u )
538 l i s t aMu l tSec = l i s t aMu l t i p l i c a d o r e s S e c u en c i a ( l im )
539

540 #crea r tab la ( matr iz )
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541 Sco l s = len ( l i s t aMu l tSec )
542 STable = matrix (ZZ , 1 , S co l s )
543

544 #adjuntar f i l a 1 a l a tab la
545 STable = append row bottom ( STable , f i r stSRow )
546 STable = STable . d e l e t e r ows ( [ 0 ] )
547 de l l i s t aMu l tSe c [ 0 ]
548 StableRows = STable . nrows ( )
549

550 #a a d i r f i l a s y buscar dependencia l i n e a r
551 whi le ( ( l i s t aMu l tSec ) ) :
552

553 # ca l c u l a r proxima f i l a
554 #( proxima f i l a = f i l a 1 − primer elemento )
555 # cuando a a d e s proxima f i l a nextSRos e l im ina
556 #primer elemento de f i r stSRow
557 de l f i r stSRow [ 0 ]
558 nextSRow = firstSRow
559

560 #ac t u a l i z a r u (u se l lama lim )
561 l im = lim − 1
562

563 #adjuntar f i l a nueva a l a tab la
564 STable = append row bottom ( STable , nextSRow)
565 StableRows = STable . nrows ( )
566

567 #e l im ina r primer elemento de l i s t aMu l tSec
568 #( a c t u a l i z a r cond i c i on de l whi l e )
569 de l l i s t aMu l tSe c [ 0 ]
570

571 #matriz debe s e r reduc ida ( columna wise ) hasta u( l im )
572 #para que s o l o sume hasta donde sea n e c e s a r i o
573 SMT = reduceMatrixColumnsToU ( STable , l im )
574 f i l aCheck = STable . row(−1)
575 i f ( f i l aCheck [ 0 ] == −1) :
576 break
577

578 #l i s t a de c o e f i c i e n t e s ( por f i l a )
579 S l i s t aCo e f f = [ ]
580

581 #range modu (modulo ) y ” l ength ” de l c o e f es e l numero
582 #de f i l a s
583 f o r y in product ( range (modu) , r epeat= StableRows ) :
584 vec = vecto r ( y )
585 smu l t i p l i e d = ( vec ∗ SMT ) % modu
586

587 #guarda todas l a s combinaciones de co e f que devuelven
588 #vector 0 ( dependencia l i n e a r ) van a haber mas de uno
589 #porque e l vec to r 0 devuelve 0 tambien
590 i f ( smu l t i p l i e d == 0) :
591 S l i s t aCo e f f . append ( vec )
592

593 #el imina elemento cero ( 0 , 0 , 0 , . . . , 0 mod)
594 de l S l i s t aCo e f f [ 0 ]
595

596 #i f S l i s t aCo e f f ( s i encontre c o e f i c i e n t e s )
597 i f ( ( S l i s t aCo e f f ) ) :
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598 #s a l i r de l whi l e
599 whi le l en ( l i s t aMu l tSec ) > 0 : l i s t aMu l tSec . pop ( )
600

601 #pol inomio r e cu r r en c i a va l en l a s e cuenc i a
602 l im = len ( S l i s t aCo e f f [ 0 ] ) − 1
603 SMultList = l i s t aMu l t i p l i c a d o r e s S e c u en c i a ( l im )
604 Polinomio = Pol inomioVal idoSecuenc ia ( S l i s t aCo e f f [ 0 ] , SMultList

)
605

606 #di sp l ay pol inomio
607 show ( ” pol inomio va l i do en l a s e cuenc i a = ” , Polinomio )
608

609 #guarda pol inomio va l i do en l a s e cuenc i a en e l a rch ivo
610 f . wr i t e ( ”\n %s Val ( s ) \n\n\ t A = \n” %(Polinomio ) )
611

612 #∗∗∗ termina busqueda de pol inomio de r e cu r r en c i a en l a
613 #∗∗∗ s e cuenc i a
614

615 #∗∗∗ buscar po l inomios va l i d o s en e l a r r e g l o mult id imens iona l
616

617 #crea r y de sp l ega r matr iz ( array ) con cons t rucc i on
618 #Moreno−Ti rke l
619 p = makeMatrixShiftUp ( seq , s h i )
620 n1 = len ( seq )
621 n2 = len ( sh i )
622 show (p)
623

624 #agrandar matr iz ( para r e c o r r e r )
625 p = matr ix in module (p , modu)
626 m = 2∗( n1 + n2 ) − 2
627 matrizGrande = enlargeMatr ix (p , m)
628

629 #guardar matrix a l a rch ivo
630 r = p . nrows ( )
631 c = p . nco l s ( )
632 f o r i in range ( r ) :
633 s t rn = ” [ ”
634 f o r j in range ( c ) :
635 s t rn = st rn + ” %d ” %(p [ i , j ] )
636 s t rn = st rn + ” ]\n”
637 f . wr i t e ( s t rn )
638 f . wr i t e ( ”\n ” )
639

640 #tra ck e r s de f i l a s
641 MultRowTracker = [ ]
642 MultList = l i s t aMu l t i p l i c a d o r e s (m−1)
643 MultRowTracker . append ( MultList [ 0 ] )
644

645 #crea r tab la Table
646 c o l s = len ( MultList )
647 Table = matrix (ZZ , 1 , c o l s )
648

649 #a a d i r primera f i l a
650 rowOne , u = add next row (matrizGrande , MultList , m)
651 Table = append row bottom (Table , rowOne)
652 Table = Table . d e l e t e r ows ( [ 0 ] )
653 de l MultList [ 0 ]
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654 tableRows = Table . nrows ( )
655

656 #a a d i r f i l a s y buscar dependencia l i n e a r
657 whi le ( ( MultList ) ) :
658

659 #ca l c u l a r proxima f i l a
660 nextRow , u = add next row (matrizGrande , MultList , m)
661

662 #adjuntar proxima f i l a a Table
663 Table = append row bottom (Table , nextRow)
664 tableRows = Table . nrows ( )
665

666 #ac t u a l i z a r t r a c k e r s
667 MultRowTracker . append ( MultList [ 0 ] )
668 de l MultList [ 0 ]
669

670 #matriz debe s e r reduc ida ( columna wise ) hasta u
671 #para que s o l o sume hasta donde sea n e c e s a r i o
672 w = ( u ∗ (u + 1 ) ) / 2
673 MT = reduceMatrixColumnsToU (Table , w)
674 f i l aCheck = Table . row(−1)
675 i f ( f i l aCheck [ 0 ] == −1) :
676 break
677

678 #BUSCAR DEPENDENCIA LINEAR
679

680 #l i s t a de c o e f i c i e n t e s ( por f i l a )
681 l i s t aC o e f f = [ ]
682

683 #range modu (modulo ) y ” l ength ” de co e f es e l numero
684 #de f i l a s
685 f o r x in product ( range (modu) , r epeat= tableRows ) :
686 vec = vecto r ( x )
687 mul t i p l i e d = ( vec ∗ MT ) % modu
688

689 #guarda todas l a s combinaciones que dan 0
690 #( dependencia l i n e a r ) mas de una combinacion
691 i f ( mu l t i p l i e d == 0) :
692 l i s t aC o e f f . append ( vec )
693

694 #e l im ina r elemento cero de l a l i s t a ( 0 , 0 , 0 , . . . , 0 mod)
695 de l l i s t aC o e f f [ 0 ]
696

697 #escoge r e l elemento monico ( primer elemento de l a
698 #l i s t a sea 1)
699 rows = MT. nrows ( )
700 l = rows − 1
701 k = None
702 i f ( l i s t aC o e f f ) :
703 i = 1
704 ran = len ( l i s t aC o e f f )
705 k = l i s t aC o e f f [ 0 ]
706 f o r i in range (0 , ran ) :
707 element = l i s t aC o e f f [ i ]
708 i f ( ( element [ l ] < k [ l ] ) and ( element [ l ] != 0) ) :
709 k = l i s t aC o e f f [ i ]
710 #k son l o s c o e f i c i e n t e s de l pol inomio va l i do
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711

712 #GUARDAR POLINOMIO VALIDO
713

714 #s i k ex i s t e , guardar a va r i ab l e g l oba l PV y a c t u a l i z a r
715 #lo s t r a c k e r s
716 i f ( k != None ) :
717

718 #save Val id Polynomial
719 #show(” c o e f i c i e n t e s = ” , k )
720 #show(” v a r i a b l e s =”, MultRowTracker )
721 Pol inomioVal ido (k , MultRowTracker )
722 #c o e f i c i e n t e s y pares ordenados (x , y ) monomio
723

724 #el imina ult ima f i l a de l a tab la
725 Trows = Table . nrows ( ) − 1
726 Table = Table . d e l e t e r ows ( [ Trows ] )
727

728 #el imina mu l t ip l o s ( de l ult imo elemento de rowTracker )
729 #de l a l i s t a de mult
730 l a s tMul tP lace = ( l en (MultRowTracker ) ) − 1
731 parOrdenado = MultRowTracker [ l a s tMul tP lace ]
732 MultList = d e l e t e m u l t i p l o o f f l i s t ( MultList ,

parOrdenado )
733

734 #e l im i i n a ult imo elemento de rowTracker
735 de l MultRowTracker [−1]
736

737 show ( ”Val id Polynomials = ” , PV)
738

739 #∗∗∗ termina busqueda de po l inomios va l i d o s en e l a r r e g l o
740 #∗∗∗mult id imens iona l
741

742 #e s c r i b i r en e l a rch ivo e l f i n a l de l a s e s i o n y c e r r a r arch ivo
743 f . wr i t e ( ” Val (A) \nEnd o f s e s s i o n . Time : ” )
744 f . wr i t e ( s t r f t ime ( ”%Y−%m−%d %H:%M:%S\n\n\n” , gmtime ( ) ) )
745 f . c l o s e ( )
746 r e turn PV
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5.2 Archivo text

1 Star t o f s e s s i o n . Time : 2016−04−28 19 : 55 : 16
2 sequence s : [ 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 1 , 1 ]
3 s h i f t s t : [ 1 , 3 , 2 , 6 , 4 , 5 ]
4

5 yˆ4 + yˆ2 + y + 1 element o f Val ( s )
6

7 A =
8 [ 1 1 0 0 0 0 ]
9 [ 0 0 1 1 0 0 ]

10 [ 1 0 0 1 0 1 ]
11 [ 0 0 0 0 1 1 ]
12 [ 0 1 0 1 1 0 ]
13 [ 0 1 1 0 0 1 ]
14 [ 1 0 1 0 1 0 ]
15

16 { yˆ4 + yˆ2 + y + 1
17 yˆ3 x + yˆ2 x + yˆ3 + yˆ2 + x + 1
18 xˆ6 + 1
19 } e lements o f Val (A)
20 End o f s e s s i o n . Time : 2016−04−28 20 : 02 : 41
21

22 Star t o f s e s s i o n . Time : 2016−04−28 23 : 09 : 21
23 sequence s : [ 0 , 0 , 1 , 1 , 0 ]
24 s h i f t s t : [ 1 , 3 , 4 , 2 ]
25

26 yˆ4 + yˆ3 + yˆ2 + y + 1 element o f Val ( s )
27

28 A =
29 [ 1 0 0 1 ]
30 [ 1 0 0 0 ]
31 [ 0 0 1 0 ]
32 [ 0 1 1 0 ]
33 [ 0 1 0 1 ]
34

35 { yˆ4 + yˆ3 + yˆ2 + y + 1
36 xˆ4 + 1
37 } e lements o f Val (A)
38 End o f s e s s i o n . Time : 2016−04−28 23 : 16 : 13
39

40 Star t o f s e s s i o n . Time : 2016−04−29 17 : 58 : 54
41 sequence s : [ 0 , 1 , 1 , 0 , 1 , 0 , 0 ]
42 s h i f t s t : [ 1 , 3 , 2 , 6 , 4 , 5 ]
43

44 yˆ4 + yˆ3 + yˆ2 + 1 element o f Val ( s )
45

46 A =
47 [ 0 0 1 0 1 1 ]
48 [ 1 1 0 0 1 0 ]
49 [ 0 1 1 0 0 0 ]
50 [ 1 0 1 1 0 0 ]
51 [ 1 0 0 0 0 1 ]
52 [ 0 0 0 1 1 0 ]
53 [ 0 1 0 1 0 1 ]
54

55 { yˆ4 + yˆ3 + yˆ2 + 1
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56 yˆ3 x + yˆ3 + y x + x + y + 1
57 xˆ6 + 1
58 } e lements o f Val (A)
59 End o f s e s s i o n . Time : 2016−04−29 18 : 06 : 19
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