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Resumen

Las permutaciones de cuerpos finitos tienen aplicaciones en va-
rios campos de las Matematicas y Ciencias de Cémputos, como lo es
la Criptografia. En especifico, las permutaciones que son su propia
inversa (involuciones) son de interés porque ofrecen una ventaja al
implementarlas ya que requieren menos memoria. Estudiamos bino-
mios de la forma xm(xq%s + A) sobre F, con el propdsito de encontrar
las condiciones en A y ¢ tal que el binomio sea una involucién. Aqui
probaremos que, si m = 1, esta familia de binomios nunca produce
permutaciones cuando de I, donde ¢ es potencia de un primo impar.
Conjeturamos que esto es cierto para toda m.

1. Preliminares

El objetivo de esta investigacién es estudiar una clase de polinomios para
ver si este permuta los elementos de un cuerpo finito. Comenzaremos por
definir lo que es una permutacién y luego se definira la estructura de cuerpo
finito y ciertas propiedades de esta.

Definicién 1. Una permutacion de un conjunto A es un reordenamiento

de sus elementos. Podemos definir una permutacion de A usando una funcion
f:A—= A

Ejemplo 1.



Sea A={1,2,3,4,5} y f: A — A definida por
Fo 1 23 45
- \1 3 4 25
donde la fila superior contiene los elementos de A y en la fila inferior estan
las imdgenes de estos elementos bajo f. La permutacién de A dada por f es
1,3,4,2,5.
Note que para que f sea una permutacién de A, f tiene que ser 1 — 1

y sobre. En caso de que A sea finito, basta que cumpla con una de esas
propiedades como indica la siguiente proposicion.

Proposicion 1. Sea A un conjunto finito. Entonces una funcion f: A — A
es 1 —1 siy solo si f es sobre.

Demostracion. Suponga que f es 1-1. Entonces para a,b € A tal que a # b,
f(a) # f(b). Como A es finito, f es sobre porque si no lo fuera, existirfa un
c € Atal que f(a) # ¢ Va € A. Esto implica que existe un valor o’ tal que
fla) =a = f(b) con a # b. Esto contradice la hipétesis.

Solo queda demostrarlo de la otra direccion. O

Ejemplo 2.

Sea A=1{1,2,3,4,5} y g : A — A definida por

(1 2 3 45
9=\2 3314
Note que g no es una permutacién de A ya que g no es una biyeccion.

Estaremos estudiando permutaciones de conjuntos que tienen estructura
de cuerpo finito, le llamamos permutaciones de cuerpos finitos.

Definicién 2. Un cuerpo finito F|, es una estructura algebraica que con-
siste en un conjunto finito A, de cardinalidad q, donde ¢ = p” con p primo y
r € N, con las operaciones + y * que satisfacen los siguientes axiomas:

= FEl conjunto debe ser cerrado bajo ambas operaciones. Esto es, sia,b €
F,,a+beF,yaxbe k.

» FEl conjunto debe ser asociativo bajo ambas operaciones. Esto es (a +
b)+c=a+(b+c)y(axb)xc=ax(bx*xc)Va,bcel,.



» Ambas operaciones conmutan en el conjunto. Esto es, si a,b € F,
entoncesa+b=b+a yaxb=>bxa.

» Bl conjunto posee tdentidad bajo ambas operaciones. Esto es, 0 € Fj,
conO0+a=a,VacF,ylecF,conl*xa=a, Vac I,

= Todos los elementos en el conjunto poseen tnversa aditiva y todo
elemento distinto de 0, posee tnversa multiplicativa. Esto es, Va €
F,3 —atd quea+—-a=0yVa#0€F, Ja'ta queaxat=1

» La operacion * distribuye a +. Esto es, V a,b,c € F, ax(b+c¢) =
(axb)+ (ax*c)

Nota que < [F;,+ > es un grupo y < IF;, * > es un grupo

Teorema 1. (Teorema Pequeno de Fermat) Sea a € F,, entonces a?™' =1
A partir de ese teorema tenemos el préximo lema.

Lema 1. Sea a € F;. Entonces a'T = +1

Demostracion. Por el Teorema 1 sabemos que 297! = 1. Note que eso es
igual a

q—1

a=1
entoncesa 2z =1loa 2z =-—1 ]
Nos interesan permutaciones de cuerpos finitos generados por polinomios.

Definicién 3. Un polinomio p € F,[z] se dice que es un polinomio de per-
mutacion st p : Fg — F, define una permutacion.

Al ser esta una investigacion sobre polinomios de permutacién sobre cuer-
pos finitos, los elementos que se evalian en el polinomio son los elementos
del cuerpo.

La préxima definicién es una caracteristica importante de los cuerpos
finitos y es lo que usamos para probar los resultados de esta investigacion.



Definicién 4. Se dice que o € F,, es una raiz primitiva de F, si o genera
aF, \0 =TF;. Es decir < a>={a’, 0,0’ ..,a9?} = F;. Esto es, <F} x>
es un grupo ciclico generado por o.

Proposicién 2. Todo cuerpo finito F, tiene raices primitivas.

. L. g=1
Lema 2. Sea o una raiz primitiva de un cuerpo F,. Entonces a2z = —1.

Demostracion. Por Lema 1 sabemos que para x € I, 2T =loz™ = —1.
Suponga que « es un raiz primitiva de IF,. Ahora vamos a suponer que o's =
1. Esto implica que < a >= {a° o', ... ', ozq%l} ={1,a!,... a7, 1}.
Por definicion de raiz primitiva, < a > tiene que generar F; y se puede ver que
{1,at,... ,a%, 1} no genera F; por lo tanto llegamos a una contradiccién

’ q=1
y concluimos que a2 = —1. O

El siguiente teorema nos ofrece un criterio par polinomio de permutacion
que es particularmente 1til para demostrar cuando un polinomio no es de
permutacion.

Teorema 2. (Criterio de Hermite) Un polinomio P € F[x] es un polinomio
de permutacion si y solo si:

1. P solo tiene una raiz en Fy, y

2. Para todo t, 1 <t < q—2,t # 0 (méd p), la reduccion de P(x)*
(méd z? — x)) tiene grado < q — 2.

2. Revision de Literatura

Los polinomios de permutacion sobre cuerpos finitos han sido objeto de
estudio por muchos anos. La siguiente tabla es una revisién de literatura que
contiene los resultados de polinomios de permutacién y polinomios que no
son de permutacion. También se hace un estudio comparativo entre estas. La
ultima columna se refiere a que otros resultados de la tabla usan funciones
de la misma forma.
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3. Trabajo Realizado

En este trabajo se estudiaron los polinomios de la forma
P(z) =a™(x"T +A) = (&7 ) (@™ ) + Az™ (1)

sobre cuerpos finitos Fj,. En la primera seccién se presentan los resultados
obtenidos con m = 1. Esta es una forma mas especifica del binomio. Luego
se presentan los resultados obtenidos al estudiar el binomio en forma general.

3.1. Forma Especfica

Se comenz6 estudiando el binomio en la forma
P(z) = x(;v% +A) = 2T + Az (2)

sobre un cuerpo finito F, y A # 0. Lo primero que se debe notar es que
P(0) = 0. El resto de los valores van a ser de la forma P(a’) donde « es una
raiz primitiva de IF,. También, como A # 0, A = o* para 0 < k < ¢— 1. Esto
es

Pla’) = (a')F +oFa’ = (@7 ) + a**,

y por el Lema 2, tenemos
P(a’) = (=1)" 4+ oF .

Como lo que queriamos era determinar si (2) produce permutaciones sobre
[F,, comenzamos calculando ejemplos para distintos IF,, con ¢ = p. Se hizo un
programa en SageMath que evaluaba todos elementos de F,, en P(z) para
todo A € F; y asi determinar si los permutaba. Al verificar todos los primos
hasta el 41, y luego intentar algunos primos aleatorios mayores de 2 digitos
y notar que ninguno producia permutacién conjeturamos que P(z) nunca
produce permutacion.

Para demostrar que (2) nunca produce permutacién sobre F, demostra-
mos que P(x) no es 1 — 1. Para lograr esto consideramos cuatro casos. Los
primeros dos son cuando ¢ = 4h + 1 con A = o y k impar y par. Los otros
dos son cuando ¢ = 4h+3 con k impar y par. La siguiente proposicion provee
resultados para los primeros tres casos.

Proposicién 3. P(z) = x(x% + A) no es un polinomio de permutacion en
F, si:



(a) q = 4h+1, donde q=p" conr € N
(b) q = 4h+3, donde ¢ =p" conr € N y A= aF con k impar
Demostracion.

(a) Sea ¢ = 4h + 1 y k impar. Entonces evalie a?~1=* en P. Note que
q—1t—k es impar y

P(a® 'Ry = (—1)7 F okttt = 140t = —14+1=0= P(0).

Como a? '=* =£ 0 tenemos que P no es 1 — 1 en este caso.

Ahora supongamos que k es par. Entonces, q;21 — k es pary

P(a's %) = (1) F4ah T = (1) P e’ = 14(=1) = 0 = P(0).

q—
2

1
Como a = ¥ #£ 0, tenemos que P no es 1 — 1 en este caso.

Con estos dos casos demostrados, se prueba que (2) no es polinomio de
permutaciéon cuando g = 4h + 1.

(b) Sea ¢ = 4h + 3 y k impar. Entonces evalie o?'1-k

2h+1—kespary

en P. Note que

P(a2MH1kY = (—1)2Hiok g bH2hbloh 2Rl o 52

4h+2+1-1 4h+4+3—-1 q—1

=l4a 2 =1l4a 2 =14az =1-1=0= P(0)

y como a?"*1=F £ 0, P no es 1 — 1 para este caso.
O

Con esto ya demostrado, solo nos falta demostrar el caso en que ¢ = 4h + 3
v k es par. Los siguientes resultados nos ayudarian en la demostracion.

Lema 3. Si P(a') = P(a?) coni# j (méd q — 1), entonces i # j (méd 2)

Demostracion. (Por contradiccién)
Suponga que i # j (méd g — 1), P(a’) = P(a?) y i # j (méd 2).
Caso 1) 4,j ambos son impares:

10



Entonces
P(a') = P(&f) <= —1 + " = —1 + o™ = of " = o1
= a=d<=i=j (médq—1)

Esto es una contradiccion.
Caso 2) i, j ambos son pares:
Entonces

P(a') = P(od) <= 1+ o =14 "7 = oft = oM

= ad=d<=i=j (médq—1)

Esto también es una contradiccién. Por lo tanto, P(a') = P(a?) con i # j
(méd ¢ — 1) implica que i Z j (méd 2). O
Corolario 1. Si P(a') = P(a?) con i # j, entonces o' # .

Para demostrar que P no es 1-1, necesitamos demostrar que P(a) = P(b)
para algin a # b
Lema 4. Suponga que i # j, entonces P(a') = P(a?), si y solo si o/ =
o' +2a7F donde o = A
Demostracién. Por Lema 3, P(a') = P(a?) <= i # j (méd 2), asi que
vamos a suponer que i es par y j es impar. Entonces,

(1) + o = (1) + = 1+ = 1 T
= 2+ a"F = oI = 24 dlaf = ddf —
207 % +a' =aof (3)
[

Ahora lo que queremos demostrar es que siempre existen 4, j tales que o =
ad + 2. Si demostramos esto, P no es 1 — 1 y por tanto no es un polinomio
de permutacion. Pero antes de eso vamos a simplificar el problema con la
proxima proposicion.

o o s . g—1 . . .,
Proposicién 4. Si Pi(z) = 272 + x no es polinomio de permutacion, en-
a—1
tonces Py(x) =22 + a*x

11



Demostracion. Si P; no es polinomio de permutacién entonces Ja # b con
Py(a) = Py(b)
Caso 1):
Sia=0yb=a'con P(a) = Pi(b), entonces 0 = (—1)'+a’ = (—1)""2+
a' = Py(a?%). Como P»(0) = 0y a2 # 0, tenemos que P, no es de
permutacion.
Caso2):
Sia=a'#a’ =bcon P(a’) = Pi(a?), entonces Py(a'™2%) = (—1)"72% +
a?sai—Qs — (_1)1 + Oéi — (_1)] + Oéj — (_1)j—25 + a?saj—Qs — P2<aj—25).
Como o # o, tenemos que ‘a2 # afa™% y o'72% # o972, Por lo
tanto P, no es polinomio de permutacion. O

Proposicién 5. Seap = 4r+3,p # 3,7 para algin f,s € Z, 2+a? = o1,

Demostracion. (Por contradiccion)
En [2] se prueba que para todo p # 2,3,7 existen raices primitivas de
ambas paridades. Por lo tanto podemos asumir que « es impar.
Suponga que para todo f € Z,2+ a*/ = a?" para algin h o 2 + o?f = 0.
Como p — 1 es par,

3=24+aP'=a03=0
Esto implica que
5=24+3=2+a*=a*"05=0

De manera similar, como 1 = a?~! = o**2, 1,3,5,...,p — 2 aon distintos
de 0 y por lo tanto potencias pares de a.

Por lo tanto, cada impar es una potencia par de o y hay p%l de ellas.
En particular si a es impar, a = o para 0 < h < 7%1. Pero esto es una
contradiccién porque 0 < 2h < p — 1 implica que 1 # 2h (médp — 1) y

1 2h
o #
O

Con estos dos resultados podemos probar la proxima proposicion.

Proposicién 6. Para g =p, P(z) = x(x% + A) nunca es un polinomio de
permutacion en F, con

12



Demostracion. Para p = 2,3,7 podemos encontrar a # b con P(a) = P(b).

Los casos p = 4h + 1,p = 4h + 3 con A = o* k impar estdn demostrados
en la propcision 3.

Supongamos que p = 4h + 3, A = o con k par. Entonces, por la propo-
sicién 4, solo hay que demostrar que P(x) = 2% 4+ no es polinomio de
permutacion.

Considere o' y o/ = 2+a' donde 7 es par y j es impar. Note que o existe
por la proposicién 5 y of # of

Tenemos que

o/ =2+a = -1+ =1+a
= (-1 +a/ = (-1)i+a
< P(a') = P(d)
Por lo tanto, existe o' # o/ con P(a') = P(a?) y P no es 1-1. O

Este resultado tiene la limitacién de que solo funciona para cuerpos F),
donde p es primo. La siguiente proposiciéon demuestra que P no permuta
para ningun cuerpo Fj.

Proposicién 7. El polinomio P(z) = a:(xq2;3 + A) nunca permuta sobre IF,,.

Demostracion. Esta demostracién es utilizando el Criterio de Hermite (Teo-
rema 2). Note que podemos escribir P(z) de la forma

P(z) = 2T+ Az
entonces si tomamos
P(z)? =271 + 2Az"T + A%
Por el teorema 2 nunca va a permutar, ya que deg(P(z)?) =q¢—1. O

Con estos resultados demostramos que P nunca permuta. Ahora estudia-
remos una forma mas general de P.

13



3.2. Forma General

En esta seccién presentaremos resultados para el binomio en forma gene-
ral. Es decir de la forma z™(z"z + A) donde m > 1y A # 0. Muy parecido
a la Proposicién 3 tenemos el siguiente resultado pero en forma general.

Proposicién 8. P(z) = a™(z"2 + A) no es polinomio de permutacion en
Fy si,

(a) A= a* con k impar donde q = p" conr € N
(b) A=a* conk par yq=4h+1 donde q=p" conr € N

Demostracion. Primero, observe que

q— 3+2m

Pla) = 2" ("% +4) = 275 A = T A = (07 ) A

(a) Sea A = o con k impar. Entonces A~! = a~* con —k impar. Note que

PATY) = (A7) (AT AU = ((07h) (A 4T

— (_1)—k(A—m+1) + A_m+1 — _A—m+1 + A—m+1 =0 = P(O)

Como A~! # 0, P no es un polinomio de permutacién cuando A = o*
con k impar.

(b) Sea A = o con k par y ¢ = 4h + 1. Entonces A~ = a=* con —k par.
Note que

P-4

I
—~
|
:Bl

—
~—
s
l\)‘\
—~
N
I
\_/

T A=A

= (—a™) T (AT AGAT)T

= (a'7)H (=) AT) AT (AT (-
(1) AT (AT )

= (A7) (=) (=17 = 0 = P(0)

Como —A~! # 0, P no es polinomio de permutacién caundo A = o*

con k impar y ¢ = 4h + 3.

[]
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El caso que nos sobra es cuando ¢ = 4h + 3 y A = oF. Esto es igual que en
la forma especifica. Por ende tenemos la préxima conjetura.

Conjetura 1.

P(z) = xm(x% + A) no es polinomio de permutacién en Fy si ¢ = 4h+3
y A = a* con k impar.

Para los tres casos que se demuestran, se utilizan dos valores que hacen
que el polinomio nunca permute. Para el caso ¢ = 4h + 3 con k par, esto
no se logra. Los siguientes dos resultados nos dan dos valores que cuando los
evalas en el polinomio en forma especifica, nunca permuta. Esto nos proveé
un punto de partida para poder demostrar que el polinomio en forma general
nunca permuta.

Proposicién 9. Eziste un c € F; tal que n(c —1) =1 yn(c+1) = —1.

Demostracion. Suponga que no existe ¢ tal que n(c—1) =1y n(c+1) = —1.
Esto implica que V ¢ € F se cumple una de las siguientes:

= p(c—1)=1ynlc+1)=1
s nic—1)=—-1ynlc+1)=-1.
» pc—1)=—-1ynlc+1)=1.

Las primeras dos llevan a contradicciones ya que la primera implica que
todos los elementos de F} son residuos cuadraticos y la segunda implica que
ningin elemento de F} es residuo cuadratico.

Para el tercer caso note que si tomas b = ¢ + 2, la hipdtesis nos dice que
nb—1)=—-1ynb+1) =1, peronb—1) =n(c+ 1) lo cual implica que
—1 = 1. Por lo tanto llegamos a una contradiccion. O]

Proposicién 10. El polinomio P(x) = 2'% + Az no es PP cuando ¢ = 4h+3
y A= o con k par.

Demostracion. Seac € Fy tal quen(c®—1) = =1y n(c+1) = =1,n(c—1) = 1.
Note que

Ple+1) = (c+1)T +(c+1) = —1+c+1 = ¢ = 14c—1 = (c—1)"T +(c—1) = P(c—1)

Comoc+1#c¢c—1, Pnoes PP. m

15



4.

5.
6.

Trabajo Futuro

= Demotrar que xm(x% + A) no permuta cuando ¢ = 4h +3 y A = o*
con k par

Congresos

Presentaciones

» Presentacion de poster en el Seminario Interuniversitario de Investiga-
cin en Ciencias Matemticas (SIDIM) XXXIII. (24 de marzo de 2018)

» Presentacién oral en el Junior Technical Meeting (JTM)/Puerto Rico
Interdisciplinary Scientific Meeting (PRISM). (28 de abril de 2018)
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