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1. Resumen

Para obtener arreglos que puedan tener aplicaciones en sistemas que utilizan
marcas de agua digitales, criptografia o senales de radar multi-blanco, los
mismos deben poseer buenas propiedades de correlacion y complejidad [5].
Por esto es imperativo el poder tener una medida de la complejidad de un
arreglo multidimensional que no presente limitaciones. Las bases de Grobner
[3] son conjuntos de polinomios que poseen propiedades algoritmicas muy
ricas. Al utilizarlas, es posible generalizar la definicién de la medida de la
complejidad lineal de una sucesiéon a un arreglo. Si calculamos alguna base
de Groebner que genere los polinomios asociados al arreglo periédico multi-
dimensional, entonces podremos examinar la complejidad del arreglo porque
esto permite obtener un conjunto delta Ay 4) cuyo tamatno define la com-
plejidad lineal del arreglo. En este trabajo se estudian algunas propiedades
de arreglos construidos utilizando un método propuesto por Moreno y Tirkel
[7]. Se utiliz6 el algoritmo de Rubio-Sweedler [9] para computar las bases de
Grobner del arreglo y con las mismas examinar la complejidad de arreglos
periédicos multidimensionales obtenidos con construcciones en [7], comparar
con la complejidad de los arreglos vistos como multisucesiones [8], formular
conjeturas y obtener resultados.

Palabras Clave: bases de Grobner, ideales, arreglos multidimensionales,
arreglos periédicos, marcas de agua digitales.



2. Introduccion

Cuando hablamos de un arreglo multidimensional nos referimos a un arre-
glo donde un elemento puede ser identificado mediante un vector de indices.
Por ejemplo, un arreglo de dos dimensiones (una tabla rectangular) reque-
rirfa dos indices para localizar cada elemento (uno para la fila y otro para la
columna). Si deseamos obtener arreglos multidimensionales que puedan ser
utilizados en mensajes ocultos en imdgenes [7] (marcas de agua digitales),
criptografia y/o seniales de radar multi-blanco, éstos deben poseer buenas
propiedades de correlacién y complejidad [5]; por lo que existe una necesidad
de obtener una medida de la complejidad de los mismos. De esta manera
podemos construir arreglos que sean resistentes a ataques y mantener la in-
formacién segura. Trabajo previo [7] permite examinar la complejidad lineal
de un arreglo utilizando el Teorema Chino del Residuo (CRT) y el algoritmo
de Berlekamp-Massey [6] pero limita las dimensiones del arreglo a ser relati-
vamente primas. Por lo que se busca una nueva definicién de la complejidad
lineal que extienda las posibilidades para los arreglos. Otra medida para la
complejidad lineal de un arreglo se obtiene interpretando el arreglo como una
multisucesion.

Comenzaremos introduciendo los conceptos para arreglos de una dimension:
sucesiones. Considere una sucesion S = (s;) = (So, S1, -+, Sn, -..) con periodo n.
Esto quiere decir que s;y,x=5;, V i,k € N, indicando que existe una relacién
de recurrencia donde s; 1 —s; =0, V i,k € Z. Esta relaciéon de recurrencia
se puede representar usando un polinomio x™ — 1.

Definicién 1: Sea Ny = {0,1,2,...}, el polinomio C(x) = Y ¢;z* define una

relacion de recurrencia lineal para la sucesion S si la ecuacion:

Z CaSa+s =0

se cumple ¥V € Ny, donde la suma es sobre los términos de C(x). También
se dice que C(x) es valido en S. Un polinomio C(x) vélido en una suce-
sién también genera la misma. Podemos ver que el polinomio 2™ — 1 siempre
generara la sucesion S con periodo n ya que la periodicidad garantiza la exis-
tencia de coeficientes ¢, = 1,¢p = —1 tal que ¢, 8,45+ coSg = spp — S5 =0,
V 3 € Ny. Esto implica que s,.3 = sg; obteniendo asi los términos de S a
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partir de unos términos iniciales. Pero la sucesién también puede tener otros
polimomios generadores con grado m < n.

Definicién 2: La complejidad lineal de una sucesién peridédica S es el
grado del polinomio de grado minimo que genera la misma [4].

Podemos interpretar un arreglo infinito a de dos dimensiones como una suce-
sién de sucesiones A=(Sy, S1, ..., S, -..) donde S; es una sucesién. El mismo
podemos ilustrarlo de la siguiente manera:

Gap3 | a1,3 | A23 | A33

a ayo | azs | @
A= (a;;) =%2] 2] 22 | a3
Qp1 | A11 | A21 | 431
Qo0 | d1,0 | A2,0 | 43,0
So | S1 | S2 | 53
donde cada columna ¢ de A esta dada por cada sucesion ;. El arreglo se dice
ser 2-dimensional periddico si existe un vector de perfodo n = (ny,ny) € NZ
tal que ajyn, jins=0ij, V (i,7) € NZ. Esto indica que cualquier término a;
se repite cada n; entradas horizontales y no entradas verticales.

Definicién 3: Sea o = (g, ) v x* = 2*y*?, el polinomio C(x,y) =

> coX® define una relacion de recurrencia lineal para el arreglo A si
(a1,02)
la ecuacion:

Z Calot+p = 0

se cumple V 3 € NZ, donde la suma es sobre los términos de C(z,y). Si
el polinomio C(x,y) cumple con la Definicién 3 es llamado un polinomio
valido para el arreglo.

Llamamos Val(A) a el conjunto de todos los polinomios vélidos en el arre-
glo A. Este conjunto forma un ideal y es generado por un subconjunto de
sus polinomios. La complejidad lineal, entonces, es una medida de resisten-
cia a encontrar un conjunto minimo generador de Val(A). Algunos de estos
conjuntos minimos forman una base de Grobner. El concepto de bases de
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Grobner fue introducido por Bruno Buchberger en 1965 [2] junto a un algo-
ritmo para computarlas.

Definicién 4: Sea G = {go, 91, .-, g1} C I, donde I esun ideal en F[z1, ..., z,].
Se dice que G es una base de Grobner para [ con respecto a un orden
monomial <7 si (LM ((go), LM (g1),...,LM(g;))=(LM (1)) (donde LM(g;) se
refiere al monomio lider del polinomio g;) [3].

El conjunto de polinomios que forma la base de Grobner del ideal I res-
pecto a <r genera I. Un concepto clave para definir la complejidad lineal de
un arreglo periédico es el conjunto delta.

Lema 1: Sean A,I' C Ny. Los siguientes son equivalentes:

1. Para f € A,a € Ny, si a < 5 entonces o € A.

2. Paraa eI, 8 € Ny, si a < 8 entonces § €I

El conjunto de exponentes de los monomios lideres en el ideal satisfacen (2)
del Lema 1 ya que el ideal es cerrado bajo multiplicacion de polinomios. En-

tonces, el conjunto de exponentes de los monomios que no sean monomios
lideres en el ideal forman el conjunto delta (A; = NJ'\ LE(])).

Definicién 5: Sea A un arreglo periédico multidimensional y Val(A) el ideal
de polinomios vélidos en él, se define la complejidad lineal de A como la
cantidad de elementos en el conjunto Ay ay. Esto es, L(A) = [Avaa] [5].

Definicién 6: Sea A un arreglo periédico 2-dimensional y (nq,n2) su vector
de periodo. Se define la complejidad lineal normalizada £,,(A) del arre-
glo A como L, (A) = L(A)/niny [1].



El concepto de complejidad lineal para sucesiones ha sido muy utilizado du-
rante muchos anos [4]. El algoritmo estandar para calcularla es el algoritmo
de Berlekamp-Massey (BM) [6, 4]. Sin embargo, no existia un concepto de
complejidad lineal para arreglos. En trabajos anteriores [7] la complejidad
lineal de un arreglo se calculaba transformando el arreglo a una sucesion
utilizando el teorema chino del residuo (TCR), y luego calculando la com-
plejidad lineal de la sucesiéon utilizando el algoritmo de Berlekamp-Massey.
Este método tenia la limitacion de que, para poder utilizar el TCR las di-
mensiones del arreglo debian ser relativamente primas.

La definicién de complejidad lineal introducida en [5] Definicién 5 en este
trabajo) permite calcular la complejidad lineal de arreglos de cualquier di-
mension. La definicién es consistente con el método TCR~-BM ya que el cam-
bio de un arreglo a una sucesion esta estableciendo un orden de monomios y
el computo de una base de Grobner es una generalizacion del algoritmo de
Berlekamp-Massey. Durante el resto de este trabajo [ representa el cuerpo
finito con ¢ elementos.

3. Multisucesiones

El 6tro método que ha sido utilizado para calcular la complejidad lineal de un
arreglo es el de multisucesiones. En este método se interpreta el arreglo como
una sucesion de columnas en donde cada columna representa alguna sucesion.

Definicién 7: Para un entero arbitrario m, una multisucesién “m-folded”
Y
sobre F}, es una sucesién de m sucesiones paralelas sobre Fy, S1, ..., S, [8].

Sean fi,..., f € F,[z] polinomios mdnicos arbitrarios con grado(f;) > 1,
1 <i < m. El conjunto M,(fi, ..., fr) es definido como el conjunto de mul-
tisucesiones “m-folded” (i, ..., S,,) sobre F} tal que para cada 1 <i <m,
S; es una sucesion de recurrencia lineal con polinomio caracteristico f;.

Definicién 8: El polinomio conjunto minimo de una multisucesiéon “m-
folded” S € M,(f1, ..., fm) es el unico polinomio ménico M € F,[z] de grado
minimo que es un polinomio caracteristico de S; para todo 1 < i < m. La
complejidad lineal conjunta de S, LM(S), es el grado del polinomio con-



junto minimo M [8].

Definicién 9: El conjunto de multisucesiones m-folded n-periddicas es
M,(fr,.., fm) con f1 = ... = f,, = 2™ — 1. La complejidad lineal conjunta de
una multisucesion también puede ser definida como el largo de la relacién de
recurrencia mas corta que las m sucesiones paralelas satisfacen simultanea-
mente [8].

El siguiente teorema provee un método para calcular la complejidad lineal
conjunta.

Teorema 1 [8]: La complejidad lineal conjunta de una multisucesiéon “m-
folded” n-periddica S = (51, ..., Sy) esta dada por:

L(S) =n —deg (ged (2" — 1, So(x), Si(z), ..., Sm(x))) .

Definicién 10: Sea S una multisucesiéon “m-folded” con periodo ny LM(S)
la complejidad lineal conjunta de S. Se define la complejidad lineal con-
junta normalizada de S como £, M(S) = LM(S)/n [8].

4. Construcciones de Moreno-Tirkel

En 2011 Moreno y Tirkel presentaron una construccion de arreglos de dos
dimensiones A = (a;;) considerando dos sucesiones, una con buena buena
complejidad y otra con buenas propiedades de correlacién [7]. Construyendo,
entonces, un arreglo de dos dimensiones desplazando la sucesion con buena
complejidad en cada columna. El desplazamiento estd dado por la sucesion
con buenas propiedades de correlacion. Esto es, si (s;) es una sucesién con
buena complejidad lineal y (¢;) es una sucesién con buena correlacién, enton-
ces (a; ) se define por a;; = s;j_,.
Por ejemplo, una sucesién con buena complejidad es la sucesion de Legendre
y una sucesion con buenas propiedades de correlacion es la sucesién de Costas.

Ejemplo 1: Sea S = (s;) una sucesién de Legendre respecto a 7, S =
(0,1,1,0,1,0,0,...) definida por:



) 520 (mod 7)

2
0, en otros casos

y (t;) la sucesién de Costas definida por ¢; = 3" (mod 7). Se construye un
arreglo colocando en la columna 7 la sucesién de Legendre desplazada ¢; uni-
dades hacia arriba (Figuras 1, 2, 3).
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Figura 1. Sucesién de Legendre S
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Figura 2. Sucesion de Costas T

OlHIN W K O
*

0/1(2/3[4]|5

Figura 3. Inicio de los desplazamientos de S.
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Figura 4. Arreglo con desplazamientos de S.

Las construcciones de Moreno-Tirkel pueden interpretarse desde la perspec-
tiva de arreglo y como multisucesién. Si calculamos alguna base de Grobner
para los polinomios validos en los arreglos construidos, entonces podremos
examinar su complejidad hallando el conjunto delta Ay 4y y la Definicién
5. Queremos comparar esta definicién de complejidad lineal con la definicién
de complejidad lineal del arreglo interpretado como multisucesion.

5. Metodologia

1. Se computé la complejidad lineal de un arreglo periédico multidimensional
A de dimension 7 x 6 utilizando la Definicion 5. El arreglo fue construido con
el método Moreno-Tirkel utilizando una sucesion de Legendre sobre 7 y una
sucesion de Costas

I. Se escogié el orden monomial <7 grado lexicografico griex y

(x >vy).
II. Se calculé la base de Grobner para Val(A) con respecto a <r y
x > y utilizando el algoritmo Rubio-Sweedler [9].
2. Se analizé la estructura y complejidad de las sucesiones que componian el
arreglo.

3. Se computd la complejidad lineal conjunta dada por la Definicién 9 y
también utilizando el Teorema 1.



4. Se compard la complejidad lineal del arreglo A de la Definicion 5 y la
complejidad lineal conjunta para la multisucesién A de la Definicién 10.

5. Se formul6 y probd la Proposicién 1 relacionada al polinomio generador
de sucesiones periddicas desplazadas.

6. Se formulé la Conjetura 1 que relaciona la compleijdad lineal normali-
zada y la complejidad lineal conjunta normalizada.



6. Resultados y analisis

Comparamos la complejidad lineal de un arreglo de dos dimensiones obteni-
da utilizando la Definiciéon 5 con la complejidad lineal conjunta del arreglo
interpretado como multisucesién (Definicién 9).

6.1. Complejidad lineal conjunta de multisucesion
Trabajamos interpretando el arreglo del Ejemplo 1 como multisucesion. En
este ejemplo, el periodo de las sucesiones es n = 7. Se puede verificar que el
polinomio minimo para la sucesién correspondiente a cada una de las colum-
nas es:

P(z) =a*+ 2+ 2+ 1.
Esto implica que el polinomio minimo de la multisucesion es:

Px)=a*+2>+z+1,

y, por lo tanto, la complejidad lineal conjunta de la multisucesién es 4. Tam-
bién podemos calcular la complejidad lineal conjunta utilizando el Teorema 1.

Escribiendo cada sucesion en su representaciéon como polinomio tenemos:

So(z) = 2°+a2*+1
Si(z) = a°+2*+x
So(z) = 2 +ax+1
S3(z) = 2°+ ' +2?
Si(z) = 2*+2*+1
Ss(z) = a*+2%+o
Se(z) = 2" -1

Calculamos el divisor mayor comun (GCD) de {S¢, S, S1, 2, S3, S4, S5}, ob-
teniendo x® + z + 1. Utilizando el Teorema 1, obtenemos que la complejidad
lineal conjunta del arreglo es:
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ﬁM(S) =n — deg (ng {Sf, Sg,sl, 52,53, 54, 55}) =T7-3=4.

La complejidad normalizada de la multisucesion es

Lo M(A) = ;‘ ~ 057,

El algoritmo propuesto por Berlekamp-Massey [6] para computar la compleji-
dad lineal de una sucesién periddica dada en la Definicién 2 permitié analizar
cada sucesién individual que conformaba el arreglo construido con el méto-
do de Moreno-Tirkel [7]. Los resultados presentados permitieron formular la
siguiente proposicion.

Proposicién 1: Sea S = (s;) una sucesion con periodony S’ = (s), si = s;_4
la sucesién con desplazamiento circular hacia arriba de t entradas de S donde
i —t es reducido médulo n. Si C(y) es un polinomio valido en S, entonces
C(y) es un polinomio valido en 5’

Demostracion:
Suponga que C(y) €Val(S).Entonces

Zci3i+ﬁ =0,V €N
Debemos demostrar que C(y) € Val(S’)

S et = s

= Z CiSi—t+atnk = Z ¢iSivg =0

donde 8 = —t 4+ a + nk, escogiendo nk de modo que 5 sea no negativo. La
segunda ecuacion resulta de la periodicidad de la sucesion, ya que S tiene
periodo n.
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6.2. Complejidad lineal del arreglo

Ahora interpretamos A como arreglo y calculamos la base de Grobner redu-
cida para Val(A) con respecto al grado lexicografico con z > y utilizando
una implementacién del algoritmo Rubio-Sweedler en [9] hecha por Lillian
Gonzalez. Conseguimos que la base de Grobner reducida para Val(A) con
respecto al orden monomial grado lexicogréafico y x > y es:

=Ly + v +y+ Ly’ + oy’ + o+ + 07 + 1)

De aqui podemos obtener los monomios que no son monomios lideres de
ningtn polinomio en Val(A). Estos polinomios forman el conjunto

AVal(A) = {17 Yy, x, y27 xy, 3:27 y37 ny, :Uan x?),

2y aty, ot P aty, 2t 2ty 2ty
obteniendo que ’AVal(A)‘ =19.
La complejidad normalizada del arreglo es
19

La(A) = 5~ 0.45.

6.3. Comparacién de las definiciones de complejidad

Utilizando los resultados obtenidos al computar la complejidad lineal y la
complejidad lineal conjunta se formulé la Conjetura 1 que compara la com-
plejidad normalizada con la complejidad lineal conjunta normalizada.

Conjetura 1 Sea A un arreglo, £,(A) la complejidad lineal normalizada
utilizando la Definicién 3 y sea £, M(A) la complejidad lineal conjunta nor-
malizada utilizando la Definicién 4. Entonces,

L,(A) < Ly M(A). (1)

Computar una base de Grobner para el arreglo permitié comparar la comple-
jidad del arreglo visto desde la perspectiva de multisucesion y la complejidad
utilizando la Definicién 5; obteniendo que estas no son iguales (Figura 5).
Mas aun, £,M(A) = L,(S) debido a que el polinomio caracteristico de la
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multisucesién [8] captura las relaciones entre entradas en la misma columna
pero no relaciona entradas en distintas columnas. Por lo tanto la complejidad
propiesta por la Definiciéon 10 enfoque en multisuceciones se reduce, utilizan-
do el Teorema 1, a:

LM(a) = ny — deg(ged(y™ — 1, 5™ (y)...)) = L(S). (2)

Esto implica que es éptimo observar las construcciones desde la perspectiva
de arreglo y analizar su complejidad utilizando la Definiciéon 5 ya que ésta
definicion captura relaciones de recurrencia que la Definicion 10 no captura.
Por lo tanto, la medida de complejidad que propone la Definicién 5 provee
una herramienta mas eficiente para el analisis de complejidad de las cons-
trucciones.
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